Модуль қатнашган баъзи тенглама, тенгсизлик ва тенгламалар системаларини ечиш йўллари by Расулов, Хайдар Раупович & Собиров, Собир Жўрақулович
Модуль қатнашган баъзи тенглама, тенгсизлик ва 
тенгламалар системаларини ечиш йўллари  
 
Хайдар Раупович Расулов 
xrasulov71@mail.ru 
Собир Жўрақулович Собиров 
Бухоро давлат университети 
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Инновацион таълим муҳитида ўқувчиларни фикрлаш ва мушоҳада 
юритишга ўргатиш муҳим саналади. Ўрганилаётган мавзу, ҳал қилинаётган 
муаммо бўйича танқидий, креатив, ижодий фикрлаш қобилиятига эга бўлиш эса 
барча соҳаларда кучли рақобат муҳити мавжуд бўлган шароитда айниқса 
муҳимдир. Шу сабабли бугунги кунда таълим муассасаларида ўқувчиларни 
муаммони ҳар томонлама таҳлилий ўрганишга одатлантириш талаб 
қилинмоқда.  
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Ушбу изланишда «Тушунчалар таърифи» усули ҳақида сўз юритмоқчимиз. 
Унинг мақсади ўқувчилар томонидан назарий билимларни пухта ўрганилишини 
аниқлаш, уларда академик тушунчаларни шакллантиришдан иборат. Метод 
ёрдамида, шунингдек, ўқувчилар томонидан «мавзуга доир таянч тушунчалар 
мазмунининг қанчалик даражада англанганлиги аниқланади. Таянч тушунчалар 
қанчалик пухта ўзлаштирилса, талабалар ўқув ва мутахассислик фанлари 
асосларидан шунчалик тўла хабардор бўлади». Мазкур методдан 
фойдаланишда ҳам муайян тартибга риоя қилинади. Чунончи: 
1) ўқитувчининг ўзи ўрганилган мавзуга доир таянч тушунчаларни 
ажратиб олади ва гуруҳлардан уларни таърифлашни сўрайди; 
2) гуруҳларга ўрганилган мавзу бўйича:  
а) таянч тушунчаларни ажратиб кўрсатиш; 
б) уларни тизимлаштириш;  
в) тизимлаштирилган тушунчаларни таърифлашдан иборат топшириқни 
беради. 
Тадқиқот даврида «Модуль қатнашган баъзи тенглама, тенгсизлик ва 
тенгламалар системаларини ечиш йўллари» мавзусини ўрганишда 
«Тушунчалар тавсифи» усулидан фойдаланилди. Ўқувчиларга мазкур методни 
қўллашга асосланган топшириқ ўқув машғулотининг якуний босқичида 
берилди. Дастлаб ўқувчиларининг умумий сонидан келиб чиққан ҳолда кичик 
гуруҳларга бириктирилиб, уларга иш қоғози тақдим этилади. 
Маълумки, абсолют қиймат белгиси иштирок этган тенглама, тенгсизлик 
ва тенгламалар системаларини ечишда берилганларнинг аниқланиш соҳаси 
топилгандан кейин, модуль остидаги ифодани ишораси ўзгармайдиган соҳалар 
ажратиб олинади ва ҳар бир соҳада мисоллар алоҳида-алоҳида ечилиб, сўнгра 
натижалар бирлаштирилади. Бунда, ифоданинг ишораси ўзгармайдиган соҳани 
аниқлаш ва тенгсизликни тенг кучли (эквивалент) системаларга ажратиш 
муҳим аҳамиятга эга. Чунки, одатда ўқувчилар бундай тенгсизликларни ечишда 
жавобга қўшимча соҳаларни қўшиб олинишига ёки жавобдан айрим соҳаларни 
тушиб қолишига йўл қўйишади. 
Модуль белгиси қатнашган оддий тенглама берилган бўлсин.  
1. |𝑓(𝑥)| = 𝑐 кўринишида бўлса, тенглама модуль таърифига кўра 








бунда 𝑐 ≥ 0 да ечим мавжуд. 
𝑐 < 0 да тенглама ечимга эга бўлмайди.  
2. |𝑓(𝑥)| = |𝑔(𝑥)| кўринишида бўлса, тенгламанинг иккала томонини 
квадратга ошириб, тенгламани ечиш мумкин:  
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(|𝑓(𝑥)|)2 = (|𝑔(𝑥)|)2 (𝑓(𝑥))2 = (𝑔(𝑥))2, 
бундан эса, тенглама 
𝑓(𝑥) = 𝑔(𝑥), 𝑓(𝑥) = −𝑔(𝑥) 
кўринишга келади. Мисол сифатида қуйидаги тенгламаларни кўриб 
чиқайлик. 
a) |4𝑥 − 7| = |3𝑥 + 2| тенгламани ечинг. Иккинчи бандда келтирилган 
йўлдан фойдаланиб, ушбу тенгламани ечамиз:  
4𝑥 − 7 = 3𝑥 + 2,  
4𝑥 − 7 = −(3𝑥 + 2). 







 ; 9). 
б) |𝑥 − 3| − |𝑥 + 2| = 5.  
1-усул. Ушбу кўринишидаги тенгламаларни ечиш учун модуль ичидаги 
ифодаларнинг ноллари топилиб, ҳар бир оралиқ учун тенглама ечилади: 
𝑥 ∈ (−∞;−2] ∪ (−2; 3] ∪ (3;∞). 
𝑥 ∈ (−∞;−2] бўлсин: 
−(𝑥 − 3) + (𝑥 + 2) = 5 ⟹ 5 = 5. 
Демак, барча 𝑥 ∈ (−∞;−2] лар учун тенглик ўринли бўлади. 
𝑥 ∈ (−2; 3] бўлсин: 
−(𝑥 − 3) − (𝑥 + 2) = 5 ⟹ −2𝑥 = 4 𝑥 ⟹ −1 = 2. 
𝑥 ∈ (−2; 3] оралиқда ечим йўқ. 
𝑥 ∈ (3;∞) бўлсин: 
𝑥 − 3 − (𝑥 + 2) = 5 ⟹ −5 = 5. 
𝑥 ∈ (3;∞) оралиқда ечим йўқ. 
Жавоб: 𝑥 ∈ (−∞;−2] 
2-усул. Модулнинг 3-хоссасидан |𝑎| + |𝑏| ≥ |𝑎 + 𝑏| фойдаланиб, |𝑎| +
|𝑏| = |𝑎 + 𝑏|  тенглик 𝑎𝑏 ≥ 0 бўлганда бажарилишини биламиз. Демак,  
|𝑥 − 3| − |𝑥 + 2| = 5, 
 |𝑥 + 2| + |−5| = |𝑥 − 3|, 
|𝑥 + 2| + |−5| = |𝑥 + 2 − 5| = |𝑥 − 3|  ⟹ 
−5(𝑥 + 2) ≥ 0 , 𝑥 + 2 ≤ 0 , 𝑥 ≤ −2. 
Жавоб: 𝑥 ∈ (−∞;−2]. 
в) |𝑥2 − 9| + |𝑥2 − 16| = 7 тенгламани ечинг.  
Юқорида келтирилган тенгсизликдан (модулнинг 3-хоссаси) 
фойдаланамиз: 
|𝑥2 − 9| + |16 − 𝑥2| = |𝑥2 − 9 + 16 − 𝑥2| = 7, 
(𝑥2 − 9)(16 − 𝑥2) ≥ 0,  
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(𝑥 − 3)(𝑥 + 3)(𝑥 − 4)(𝑥 + 4) ≤ 0. 
Жавоб: 𝑥 ∈ [−4;−3] ∪ [3; 4].  
г) |𝑥 − 2| + |𝑥 − 1| = 𝑥 − 3 тенгламани ечинг. 
Тенгламани оралиқларга ажратиш усули ёрдамида ечиш мумкин. Лекин 
эътибор бериб қараганда, чап томони мусбат, ўнг томони ҳам мусбат бўлса 
ечим мавжуд. Унда 𝑥 ≥ 3 бўлганда, 𝑥 − 2 > 0 , 𝑥 − 1 > 0, 
(𝑥 − 2) + (𝑥 − 1) = 𝑥 − 3 ⟹ 𝑥 = 0.  Ноль сони эса 3 дан катта эмас.  
Демак тенглама ечимга эга эмас. 
д) √|𝑥2 − 6𝑥 + 7| − 1 = |𝑥 − 3| − 1 иррационал тенгламани ечинг. 
Иррационал тенгламани ечиш учун тенглама маънога эга бўладиган соҳа 
топилиб, ечим ўша соҳадан изланади. Мавзунинг бошланишида келтирилган 
усуллардан фойдаланамиз. Энг аввало тенглама маънога эга бўладиган соҳани 
топамиз: 
{
|𝑥2 − 6𝑥 + 7| − 1 ≥ 0,







𝑥2 − 6𝑥 + 7 ≥ 1,
𝑥2 − 6𝑥 + 7 ≤ −1,
[
𝑥 − 3 ≥ 1,







𝑥2 − 6𝑥 + 6 ≥ 0,





Демак, 𝑥 ∈ (−∞;3 − √3] ∪ [2; 4] ∪ [3 + √3 ;∞).  
Тенгламани қуйидагича ёзиб оламиз: √|(𝑥 − 3)2 − 2| − 1 = |𝑥 − 3| − 1. 
|𝑥 − 3| = 𝑦 деб белгилаш киритамиз. У ҳолда тенглама қуйидаги кўринишга эга 
бўлади: 
√|𝑦2 − 2| − 1 = 𝑦 − 1. 
Ушбу янги ўзгарувчили иррационал тенглама маънога эга бўладиган 
соҳасини кўриб чиқамиз: 
{
|𝑦2 − 2| − 1 ≥ 0,




𝑦2 − 2 ≥ 1,
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бундан қуйидаги натижа келиб чиқади: 𝑦 ∈ {1} ∪ [√3;∞). 
Тенгламани икки томонини квадратга оширамиз: 
|𝑦2 − 2| − 1 = 𝑦2 − 2𝑦 + 1, 
|𝑦2 − 2| = 𝑦2 − 2𝑦 + 2.  
|𝑎| = 𝑏 ; 𝑏 ≥ 0 𝑎 = 𝑏; 𝑎 = −𝑏 эканлигини инобатга олиб, 
𝑦2 − 2 = 𝑦2 − 2𝑦 + 2 𝑦2 − 2 = −(𝑦2 − 2𝑦 + 2)  
тенгламани ечамиз ҳамда олдинги ўзгарувчиларга қайтиб, ечимларни 
топамиз. 
Жавоб: 1; 2; 4; 5. 
е) 2𝜋𝑠𝑖𝑛𝑥 = |𝑥 −
𝜋
2
| − |𝑥 +
𝜋
2
| тригонометрик тенгламани ечинг. Модулнинг 













; ∞) оралиқларда алоҳида-алоҳида ечамиз.  
а) 𝑥 ∈ (−∞;−
𝜋
2
) бўлсин. У ҳолда тенглама қуйидаги кўринишга эга 
бўлади: 











 ⟹ 𝑥 = (−1)𝑘
𝜋
6
+ 𝜋𝑘; 𝑘 = −1;−2;−3;⋯ 


















Бу тенглама факат 𝑥 = 0 ечимга эга. 
с) 𝑥 ∈ [
𝜋
2
;∞) бўлсин. У ҳолда  










 𝑥 = (−1)𝑘+1
𝜋
6
+ 𝜋𝑘; 𝑘 = 1,2,3,⋯ 
Жавоб: 𝑥 = (−1)𝑘
𝜋
6




𝜋𝑘; 𝑘 = 1,2,3,⋯ 
Энди модуль қатнашган айрим тенгламалар системасини ечишни кўриб 
чиқамиз: 
ж) {




𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑦 = 1
 
тенгламалар системасини ечинг. 
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Тенгламалар системасини икки ҳол учун кўриб чиқамиз. 
а) {




𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑦 = 1;
           б) {




𝑠𝑖𝑛𝑥 + 𝑠𝑖𝑛𝑦 = 1.
  
а) ҳолни кўриб чиқайлик: 
{






















𝑐𝑜𝑠𝑥 = 1  
⟹ sin (𝑥 −
𝜋
3
















+ 2𝜋𝑘, 𝑘 ∈ 𝑍.
 









+ 2𝜋𝑘, 𝑘 ∈ 𝑍.
 
е) 𝑠𝑖𝑛2𝑥 − 𝑐𝑜𝑠23𝑥 = 2|𝑠𝑖𝑛3𝑥| + |𝑠𝑖𝑛𝑥| −
9
4
 тригонометрик тенгламани 
ечинг. 

































, 𝑘 ∈ 𝑍. 
Иккала ечим бирлаштириб умумий ечим олинади.  
Жавоб:  𝑥 = ±
𝜋
6
+ 𝜋𝑘;  𝑘 ∈ 𝑍. 
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Шунингдек, модуль қатнашган тенгсизликларни бир неча усуллар 
ёрдамида ечиш мумкин. Тенгсизликларни берилишига қараб қулай ва рационал 
усул танлаб ечиш муҳимдир. Тенгсизликларни ечиш учун айрим таянч 
маълумотларни келтирамиз: 
1. |𝑥| < 𝑎 (𝑎 > 0) бўлса, тенгсизликнинг ечими −𝑎 < 𝑥 < 𝑎 бўлади. 





тенгсизликларнинг ечимлар бирлашмасидан иборат бўлади. Ушбу 
тенгсизликларни модуль таърифига кўра ва тенгсизликни иккала томонини 
квадратга ошириб ҳам ечиш мумкин. 
3. |1 − 2𝑥| > 3 − 𝑥 тенгсизликни ечинг.  
Биринчи тенгсизликдан фойдаланиб ечамиз:  
[
1 − 2𝑥 > 3 − 𝑥,









 Демак,  








| ≥ 2 
тенгсизликни ечинг. 
Тенгсизликни иккала томонини квадратга ошириб берилган тенгсизликка 
эквивалент тенгсизликни ҳосил қиламиз:  
𝑥 ≠ ±1, (2𝑥 − 3)2 ≥ (2𝑥2 − 2)2, 
(2𝑥 − 3 − 2𝑥2 + 2)(2𝑥 − 3 + 2𝑥2 − 2) ≥ 0, 
(2𝑥2 − 2𝑥 + 1)(2𝑥2 + 2𝑥 − 5) ≤ 0, 
(2(𝑥 − 0,5)2 + 0,75)(2𝑥2 + 2𝑥 − 5) ≤ 0. 
Биринчи купайтувчи мусбат, шу сабабли ҳам тенгсизликни иккала 
томонини унга бўлганда қуйидаги квадрат тенгсизлик ҳосил бўлади. 







Бу ечим орасида ±1 нуқталар тегишли бўлганлиги учун чиқариб ташлаб 








й) |𝑥2 − 3𝑥 − 15| < 2𝑥2 − 𝑥 тенгсизликни ечинг. 
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Тенгсизликни ечиш учун биринчи тенгсизликдан фойдаланамиз. 
−(2𝑥2 − 𝑥) < 𝑥2 − 3𝑥 − 15 < 2𝑥2 − 𝑥. 
Ҳосил қилинган қўш тенгсизликни тенгсизликлар системасига келтириб, 
ечамиз.  
{
3𝑥2 − 4𝑥 − 15 > 0,











) ∪ (3;∞).  
к) ||2𝑥 + 1| − 5| > 2 тенгсизликни ечинг. 
Тенгсизликни ечиш учун иккинчи тенгсизликдан фойдаланиб, ҳар бир 
тенгсизликнинг ечимлари тўплами бирлаштирилиб, тенгсизликнинг умумий 
ечими олинади.  
[
|2𝑥 + 1| − 5 > 2,
|2𝑥 + 1| − 5 < −2,
 
[
|2𝑥 + 1| > 7,










−2 < 𝑥 < 1.
 
Ечим қуйидагича бўлади: (−∞;−4) ∪ (−2; 1) ∪ (3;∞).  
Жавоб:  (−∞;−4) ∪ (−2; 1) ∪ (3;∞). 
Келтирилган намуналарга қараб ўқувчиларга топшириқлар берилади. 
Мазкур топшириқни бажаришда ҳам вақт бюджети инобатга олиниши зарур. 
Дарснинг якуний қисми учун ажратилган вақтнинг умумий ҳамда тегишли 
топшириқ учун ажратиладиган жузъий қисмидан келиб чиққан ҳолда жамоа 
ўқувчиларини бир нечта кичик гуруҳларга бириктириш, уларга топшириқни 
ҳам яхлит ёки қисмларга ажратган ҳолда тақдим этиш мақсадга мувофиқ. 
ТОПШИРИҚДАН НАМУНАЛАР: 
Тенгламаларни ечинг: 




(|𝑥 + 1| + |𝑥 − 1|; 




4. |2𝑥 − 3| + |𝑥 − 4| = 6; 
5.  |2𝑥 − 1| + |2𝑥 − 2| = 1; 
6. 21−|4𝑥−1| = 𝑥2 − 2𝑥 + 3; 






8. |𝑥2 − 9| + |𝑥 − 2| = 5; 
9. |3𝑥 − 2| + |4𝑥 − 6| − |6 − 𝑥| = 21; 
Тенгсизликларни ечинг: 















| − 12 < 0; 








| > 1; 
17. ||2𝑥 + 1| − 7| ≥ 9; 
18. |𝑠𝑖𝑛𝑥| + |𝑐𝑜𝑠𝑥| < 1; 
 
19. Тенгламалар системасини қаноатлантирувчи 𝑥, 𝑦 ∈ (0;
𝜋
2
)  оралиқдаги 








20.  𝑦 = |3𝑥 − 1| + |𝑥 + 1| − 3𝑥 функциянинг энг кичик қийматини топинг. 
Мақолада мазкур турдаги масалаларни ечишни ўқувчиларга ўргатишда 
тенгсизлик умумий кўринишда берилиб, модуль остидаги ифодани ишораси 
ўзгармайдиган соҳаларга ажратиш ва эквивалент системаларга келтириш 
орқали тушунтириш тавсия қилинган.  
Айтиш жоизки, [1-17] мақолалар доирасида олиб борилган илмий 
изланишларда ҳам таълим бериш сифатини янада яхшилашга бағишланган 
педагогик тавсиялар берилган. Ушбу турдаги масалаларни ўрганиш 
ўқувчилардан (талабалардан) математик масалаларни мустақил равишда 
муҳокама қилиш имкониятини берадиган билим, кўникма ва малакаларга эга 
бўлишни талаб қилади. Бундан ташқари, ўрганилган усуллар ўқувчиларнинг 
келгусида модуль қатнашган тенгсизликлар ва тенгсизликлар системаларидан 
қўп фойдаланилган мақолаларни [18-30] таҳлил қилишлари ва ўрганишларига 
ёрдам беради. Чунки, ушбу мақолаларда модуль қатнашган ифодаларни 
соддалаштириш, уларни қаноатлантирувчи ўзгарувчи ва параметрларни 
аниқлаш кўп талаб қилинади.  
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